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Mediante simulaciones de Monte Carlo, utilizando escalamiento de taman˜o finito y transforma-
ciones conforme se reportan evidencias de una transicio´n de fase topolo´gica en cristales l´ıquidos en
dos dimensiones. A altas temperaturas se presenta una fase paramagne´tica mientras que a bajas
temperaturas se encuentra un fase de cuasi-largo-orden (QLRO). Se encuentra que a muy bajas tem-
peraturas el exponente de la funcio´n de correlacio´n de la fase QLRO es lineal con la temperatura
tenie´ndose de esta manera un comportamiento t´ıpico de ondas de esp´ın. Esto u´ltimo contradice
predicciones de que para sistemas con grupo de simetr´ıa global no abeliano las ondas de esp´ın no
son relevantes. Adicionalmente se discute que implicaciones tendr´ıa la presencia de impurezas en
este tipo de transiciones.
PACS numbers: 68.35.Rh, 64.70.Md, 03.65.Vf
INTRODUCCIO´N
Mermin y Wagner[1] establecieron que para sistemas con grupo de simetr´ıa continuo no existe fase ferromagne´tica
o de orden a largo alcance (LRO), a temperatura diferente de cero, para dimensiones menores o iguales que dos.
Sin embargo, sistemas de este tipo pueden presentar un tipo de transicio´n que esta´ determinado por la aparicio´n
de defectos topolo´gicos en pares a bajas temperaturas que justo en la transicio´n, TKT , se desligan[2, 3, 4]. A este
feno´meno se le llama transicio´n de fase topolo´gica o transicio´n de Berezinskii, Kosterlitz y Thouless (BKT).
El modelo XY, con grupo de simetr´ıa O(2), presenta este tipo transicio´n en dos dimensiones[4]. Entre sus carac-
ter´ısticas resaltantes tenemos que la fase LRO es sustituida, a bajas temperaturas, por un orden a cuasi-largo-alcance
(QLRO). A muy bajas temperaturas, las correlaciones son dominadas por las ondas de esp´ın obtenie´ndose una de-
pendencia del exponente de la funcio´n de correlacio´n, η, con la temperatura, T , de la forma: η = T/2π, donde
la constante de Boltzmann kB = 1 y el factor de acoplamiento J = 1. Debido a este comportamiento QLRO, a
temperaturas menores que TKT , la susceptibilidad, que mide las fluctuaciones de la magnetizacio´n, diverge. Otra
caracter´ıstica de este tipo de transicio´n es que a temperaturas justo por encima de la temperatura de transicio´n
t = (T − TKT )/TKT >∼ 0, la longitud de correlacio´n, ξ, diverge de una manera mucho ma´s fuerte que la t´ıpica ley de
potencias, ξ ∼ t−ν , encontrada en las transiciones de segundo orden. Dicha divergencia es del tipo de una singularidad
escencial: ξ ∼ exp(bt−1/2).
Por otro lado, otro modelo de simetr´ıa continua como el de Heisenberg ferromagne´tico, con grupo de simetr´ıa O(3),
no presenta ningu´n tipo de transicio´n de fase en d = 2 mientras que si presenta la t´ıpica transicio´n para-ferromagne´tica
en d = 3[5, 6]. Por esta razo´n surgio´ la pregunta de que si sistemas con grupo de simetr´ıa no abelianos pod´ıan presentar
transiciones del tipo BKT. Se ha reportado que el modelo de Heisenberg antiferromagne´tico completamente frustrado
presenta una transicio´n del tipo BKT pero sin correlaciones del tipo de ondas de esp´ın a bajas temperaturas[7, 8].
Kunz y Zumbach[9] realizaron un estudio intensivo en d = 2, mediante simulaciones, del modelo RP 2 el cual consiste
en un sistema con grupo de simetr´ıa global O(3) pero con grupo de simetr´ıa local Z2. El modelo RP
2 describe la
transicio´n nema´tica isotro´pica de cistales l´ıquidos en d = 3. Ellos determinaron la longitud de correlacio´n para t >∼ 0 y
encontraron un buen ajuste para una singularidad escencial. Por otro lado, mediante escalamiento de taman˜o finito,
estimaron que tambie´n era va´lido un ajuste del tipo ley de potencia. Sin embargo, en base a ca´lculos de energ´ıa y
calor espec´ıfico as´ı como de ciertas cantidades que estiman el nu´mero de defectos topolo´gicos, argumentaron que la
transicio´n de fase deber´ıa ser del tipo BKT.
En el 2003 se retomo´ el estudio pero ahora utilizando el modelo de Lebwohl-Lasher(LL)[10] para describir a los
cristales l´ıquidos en d = 2. Este modelo ha sido muy exitoso para detectar la transicio´n de fase discont´ınua de´bil que
se observa en los experimentos de cristales l´ıquidos en d = 3. En este modelo se representan las mole´culas mediante
vectores unitarios ~σw colocados en los sitios de una red hipercu´bica Λ de longitud L. Para este sistema el Hamiltoniano
viene dado por:
−
H
kBT
=
J
kBT
∑
w
∑
µ
P2(~σw · ~σw+µ), (1)
2donde P2 es el segundo polinomio de Legendre y la interaccio´n es de primeros vecinos. En d = 2, se determino´[11] la
presencia de un orden del tipo QLRO a bajas temperaturas con soluciones del tipo de ondas de esp´ın cuando T tiende
a cero. Esto se hizo mediante el novedoso me´todo de las transformaciones conformes. De esta manera se concluyo´,
que sistemas con grupo de simetr´ıa no abeliano ten´ıan transicio´n BKT con correlaciones del tipo de ondas de esp´ın a
bajas temperaturas.
En el presente art´ıculo revisara´ el me´todo de transformaciones conformes y su utilidad para determinar exponentes
de la funcio´n correlacio´n para sistemas con invarianza de escalas. Luego estudiando el para´metro de orden nema´tico
bajo TKT , mediante escalamiento de taman˜o finito, se obtendra´ de nuevo el exponente de la correlacio´n y se mostrara´
la excelente concordancia entre los dos procedimientos. Finalmente se discutira´ el efecto de la presencia de impurezas
sobre este tipo de transicio´n.
ME´TODO DE LAS TRANSFORMACIONES CONFORMES
Uno de los grandes problemas que existe al simular un sistema f´isico es el de tener evidencia de lo que ocurre
en el l´ımite termodina´mico. Por lo general, en los estudios de feno´menos cr´ıticos, se simulan sistemas a diferentes
taman˜os y se estudian como escalan las cantidades termodina´micas en funcio´n de L. El exponente de escalamiento
de dichas cantidades tiene relacio´n con los exponentes cr´ıticos asociados a dichas cantidades. El costo computacional
es demasiado alto. Recientemente, para sistemas en d = 2 se ha comenzado a utilizar las transformaciones conformes
(TC). Esta´ te´cnica consiste en realizar simulaciones en sistemas finitos y conectar los resultados con los de un sistema
infinito v´ıa una TC. Esto lo podemos realizar en sistemas que presenten invarianza de escalas y para d = 2.
Sistemas con invarianza de escala cumplen con la hipo´tesis de homogeneidad para la funcio´n de correlacio´n de dos
puntos para cualquier densidad φ, tal como el para´metro de orden, la energ´ıa, etc., 〈φ(b~r2)φ(b~r1)〉 = b
−η〈φ(~r2)φ(~r1)〉,
donde b es un factor de escala y η es la dimensio´n ano´mala o exponente de la correlacio´n. De la misma manera, si existe
invarianza de escala, podemos relacionar mediante la hipo´tesis de homogeneidad la funcio´n de correlacio´n entre sis-
temas que se conectan bajo una transformacio´n conforme. Supongamos que las simulaciones se realizan en un sistema
cuadrado (w = u+ iv) de taman˜o L× L (−L/2 ≤ u ≤ L/2, 0 ≤ v ≤ L) y mediante una transformacio´n de Schwarz-
Christoffel lo mapeamos en el plano semi-infinito (z = x+ iy, 0 ≤ y <∞). Para esta transformacio´n el cambio de es-
cala es local y las funciones de correlacio´n se relacionan mediante 〈φ(w1)φ(w2)〉 = |w
′(z1)|
−xφ |w′(z2)|
−xφ〈φ(z1)φ(z2)〉,
donde xφ =
1
2η.
Si las simulaciones se realizan en una red cuadrada con condiciones de borde fijas se obtiene que el perfil de densidad
(funcio´n de correlacio´n de un punto) se comporta como una ley de potencia de la forma: 〈φ(w)〉sq ∼ κ(w)
−η/2 con
κ(w) = ℑ[z(w)](|1 − z(w)2||1 − k2z(w)2|)−1/2, donde z(w) = sn(2Kw/L), siendo K la integral el´ıptica completa de
primera clase, sn el seno el´ıptico de Jacobi y k una constante. Esta expresio´n se obtiene ya que el perfil para una red
semi-infinita con condiciones de borde fijas se conoce exactamente 〈φ(z)〉 1
2
∞
∼ y−xφ [12].
Gracias a la invarianza de escalas presente en las fases del tipo QLRO, la metodolog´ıa de las TC se aplico´ con
exito en la determinacio´n de los exponentes de la funcio´n de correlacio´n del modelo XY en d = 2 a t < 0[13, 14].
Ma´s recientemente, utilizando las TC en el modelo LL para los cristales l´ıquidos en d = 2, se concluyo´ la existencia
de un orden QLRO en este sistema[11]. Para este problema la funcio´n de correlacio´n de un punto utilizada es:
m(w) = 〈P2(~σw · ~h∂Λ(w))〉sq donde ~h∂Λ(w) indica que todas las mole´culas en el borde ∂Λ(w) tienen la orientacio´n fija
~h. En la Fig. 1(a) se muestran los perfiles del para´metro de orden como funcio´n de κ. Se nota, como a temperaturas
menores que TKT , se presenta un comportamiento del tipo ley de potencias mientras que muy por encima de esta
temperatura dicho comportamiento es abandonado indicando que el sistema se encuentra en una regio´n donde no
existe invarianza de escalas. La determinacio´n del cambio de comportamiento se puede hacer de manera cuantitativa
calculando el χ2[11]. En la Fig. 1(b) se grafican los exponentes de la correlacio´n obtenidos a partir de los ajustes de
la Fig. 1(a) como funcio´n de T . A muy bajas temperaturas se observa el comportamiento lineal t´ıpico de las ondas
de esp´ın.
ESCALAMIENTO DE TAMAN˜O FINITO
En el presente trabajo se realizaron simulaciones del modelo LL en dos dimensiones con condiciones de borde
perio´dicas. Las simulaciones se hicieron para temperaturas comprendidas entre T = 0.4 y T = 0.58. Se simularon
sistemas con longitudes comprendidas entre L = 16 y L = 512. Se empleo el algoritmo de Wolff[15]. Se tomaron del
orden de 105 pasos de equilibracio´n y 106 pasos de promediacio´n. Los tiempos de relajacio´n para todos los taman˜os
y longitudes no sobrepasaron los 200 pasos de Monte Carlo. En particular, se reportan estimados del exponente de la
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Figure 1: a) Para´metro de orden m(w) local en funcio´n de κ(w) para diferentes temperaturas. Se nota un comportamiento
del tipo ley de potencias para valores de temperatura menores que el valor TKT = 0.513 obtenido por Kunz y Zumbach[9]. b)
Exponente de la funcio´n de correlacio´n como funcio´n de la temperatura utilizando los ajustes de la Fig. 1(b) junto con los
obtenidos para L = 48 y L = 200. Los triangulos representan los estimados hechos a partir de escalamiento de taman˜o finito.
A temperaturas cercanas a cero se obseva el comportamiento η ∝ T .
funcio´n de correlacio´n del para´metro de orden utilizando la te´cnica de escalamiento de taman˜o finito para el para´metro
de orden.
Un buen para´metro de orden para describir la transicio´n de fase nema´tica-isotro´pica, en d = 3, para el modelo LL
es:
M = L−2
〈∑
w
P2(~σw · nˆ)
〉
= L−2
〈∑
w
P2(cos θw)
〉
, (2)
donde nˆ es un vector unitario que indica la direccio´n preferencial y se le denomina director y θw es el a´ngulo entre ~σw
y el director. M tiende a 1 a muy bajas temperaturas y a 0 a altas temperaturas. En d = 2, M deber´ıa ser 0 para
todo T ya que no puede haber rompimiento de la simetr´ıa continua[1].
En la Fig 2.(a) se tiene una gra´fica del para´metro como funcio´n de la temperatura. Se observa un valor finito del
para´metro de orden a temperaturas bajas. Sin embargo, la tendencia es que disminuya al aumentar L. En la Fig. 2(b)
se muestra el comportamiento del para´metro de orden con la longitud del sistema. Obse´rvese que para temperaturas
bajas el comportamiento es del tipo ley de potencia. Esto indica la presencia de invarianza de escalas para T < TKT
o lo que es lo mismo un orden del tipo QLRO. Sobre TKT la caida es exponencial, comportamiento caracter´ıstico de
una fase paramagne´tica. El exponente de la ley de potencia obtenido a bajas temperauras es el correspondiente a la
funcio´n de correlacio´n de un punto, es decir, 12η. Colocando los exponentes provenientes de los ajustes realizados con
los datos de la Fig. 2(b) en la Fig. 1(b) tenemos que la correspondencia entre las dos metodolog´ıas reportadas es
excelente.
DISCUSIO´N
En el presente trabajo se reportan evidencias de que a bajas temperaturas existe un orden del tipo QLRO. La
manera ma´s eficiente de realizar estos estimados es mediante el uso de la te´cnica de las transformaciones conformes
ya que solo se necesita hacer simulaciones en un solo taman˜o de red, inclusive para los primeros resultados basto´ el
uso de una red pequen˜a (L = 48). El costo computacional del me´todo de escalamiento de taman˜o finito es mucho
mayor al tener que simular para muchas longitudes de red y taman˜os mayores. Realizando estudios del escalamiento
de la susceptibilidad se tiene un porcedimiento alternativo para el ca´lculo del exponente η al igual de una forma muy
precisa para determinar que en TKT la singularidad es escencial[16]. Por lo tanto, definitivamente se concluye que,
para los cristales l´ıquidos en d = 2, se tiene un sistema con grupo de simetr´ıa global no-abeliano que presenta una
transicio´n BKT con orden QLRO a bajas temperaturas.
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Figure 2: a) Para´metro de orden en funcio´n de la temperatura para diferentes taman˜o L del sistema. Se observa como al
incrementar L el valor de M para cada T disminuye. El valor de TKT mostrado es el estimado por Kunz y Zumbach [9]. b)
Para cada T el para´metro de orden en funcio´n de L. Comportamiento del tipo ley de potencia para T < TKT . Por encima de
la temperatura cr´ıtica la tendencia es la de un comportamiento exponencial.
En la literatura se ha reportado que para sistemas con transico´n de tipo BKT, la introduccio´n de desorden en los
enlaces es totalmente irrelevante[17]. Esto se debe a que debido a la singularidad escencial para t > 0 el exponente
del calor espec´ıfico α→ −∞ (2−dν = α) y debido al criterio de Harris[18] los exponentes cr´ıticos del sistema puro no
deber´ıan cambiar. Sin embargo, debido a cambios que aparecen en la coordinacio´n el valor de TKT deber´ıa depender
de la intensidad, c, del desorden. Si se realizaran simulaciones del LL con enlaces aleatorios obtendr´ıamos que el
exponente de la correlacio´n ser´ıa ide´ntico para todos los valores TKT (c).
Donde resulta muy interesante discutir el problema del desorden ser´ıa en d = 3 con campo magne´tico aleatorio.
Segu´n el criterio de Imry y Ma [19] la fase nema´tica deber´ıa desaparecer y podr´ıa ser sustituida por un orden del tipo
QLRO[20, 21].
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